Corrigé — Devoir pour la rentrée — Préparation aux Maths Complémentaires

A n’utiliser qu’apreés avoir VRAIMENT cherché et rédigé les exercices !

Exercice 1 : Révisions calculatoires

1.
X Yy x(x+y)—ylx—y)
AXTy xty x? -y XAy
Y L Xyt y) Hx(x—y) oy +x?
x—y x+y xZ—y2
B 1 _ 1 _ 13 —2x
S, 1 5-x " —2x24+14x-5
3_|_x—2 13 —2x
, 5—x
2. A=(2V3-3V5) =57-12V15 B =(7v2 -5V3)(5vV3 + 7v2) = 23
€ =(7V7-5V5)(-7v7 —5V5) = -218 D = (V72 —/288)(V288 —72) = =72
F=(2-v3)'2+V3) = [2- VA +VI) =17 =1
3.
oL _5+2V2 g 35 _30-3V5
5-2v2 17 2V/5+1 19
oo V2HV3 _(V2+3)(543-3V2) 9+26
5V3 + 32 57 57
4.
A= [(a2b3)4]5 — a40b60 B = (aSb—4)2 X (_za—5b6)3 — —8a‘9b1°;
2\ 2 3 b2 2 5 1p-2 5 -6},5 3
C=a— x(i)x— - D:a_i +a — | = q50p-5*
b3 4b a 64b> a—3b* a*b3
5.
A= (-4)% x (—0,125)* = — (2120 x 27123) = —(,125
B = 4071 x (1,25)*® x 107119 = 2213 571 548 2-96 2-119 5-119 — 2-2 — () 25
Exercice 2 :
1). E;: x2—=5x—6=0 -1estuneracine évidente, orax;x, = —6  d’ou 6 est 'autre racine.

(autre méthode : utilisation du discriminant)

S ={-1;6}

Ey;: x>—2V3x+3=0
2
Soit x € R, x est solution de E; si et seulementssi (ssi) (x —v3)" =0 (identité remarquable)

ssi x =3 d'ot |§ = {V/3}

E;: x>+2x+2=0 Calculons lediscriminant du polyndme x? + 2x + 2 :A=b?> —dac =4 —4X2=—4<0
Donc ce polynéme du 2™ degré n’admet pas deracines.| S =0

Iy: —6x%2+12x+90>0
Soitx € R, x estsolutionde I, ssi x?>—2x —15<0

Calculons le discriminant du polynéme x? — 2x — 15:A = (—2)? —4x 1 x (—=15) =64 = (8)2 > 0
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-b—JA _ 2-8

X1 = = =-3
Donc ce polynéme du 2™ degré admet deux racines 2a 2
-b+VA _ 2+8
Xy = =—=5
2a 2

Or un polynéme du 2™ degré est du signe du coefficient de x* & I'extérieur des racines donc [ S = [—3; 5]

1 1
Is: sz—x+1>0 A=(—1)2—4><Z><1=0
doncle polynome x%2 — x + 1 admet une seule racine : xy = —% = 2. D'ou |§ =R\ {2}

2
Eg: e2¥'+3 = 7%

Soit x € R, x est solutionde E¢ ssi  2x2 + 3 = 7x car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

7-y25 1 7+/25
=-oux =——
4 2 4

ssix =

=3 (A= (-7)2-4x2x3=25) Douls={;

I;: e3> <1
Soit x € R, x est solution de E¢ ssi e3*+> < e*

ssi3x + 5 < 0 car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

ssix < —g D'ou|§ =] — o0; —=5/3]

2)a)f(x)=x?—2x—-3=x2—-2x+1—-1-3donc|f(x) = (x—1)? -

b) —2 < x < 0ssi 0 < x* < 4 car la fonction carrée est strictement décroissante sur R~

et—2<x<0ssi0<—-2x<4

doncsi—2<x<0alors 0+0—3<x2—2x —3<4+4—3 cestadire |f(x) € [-3; 5]

Autre méthode possible : on montre que f est décroissante sur | — co; —1] et donc que :

—2<x<0alors f(0) < f(x) < f(-2).

3)a)P(4) =43 —15%x4—4=64—60—4=0 donc| 4 estracinede P(x).

b) (x —4)(ax? + bx +c) = ax3 + x%2(—4a + b) + x(—4b + ¢) — 4c

orP(x) = x3—15x —4 donc par identification, on en déduitquea =1,b =4a =4, c=1

donclP(x) = (x —4)(x?>+4x+ 1)

X1 =

—b—\/K —4— \/_ 23

1
Cherchons les racinesde x? +4x +1: . A=b? —4ac =16 —4 =12 donc 2a 2
—b+VA _ —4+yIZ _
Xp = 2a 2 2+\/—
Dot P(x) = (x —4)(x +2 + V3)(x + 2 — V/3)
Tableau de signe :
x —00 —-2-4/3 —-2++/3 4 +00

x—4 — — — 0 +
x+2+V3 — ( + + + Donc | § = [-2—=+3; -2+ V3] U [4+]
x+2-v3 - - o + +

P(x) — 0 + 0 - 0 +
4) Iq : —x2+\/§+x%SO Valeur interdite : x = 0
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—x*+/3x%+6

Soit x € R*, x est solution de Ig ssi 2 <0
ssi—x*+V3x24+6<0 carVx € R*, x2>0
Xlz—b—ﬂ:—ﬁ—mzzﬁ
Onpose X = x? etonrésout—X2++3X+6<0: A=27>0 donc . _—b2+a\/K_—\/§_+2\/ﬁ_ 7
27 2a -2

Soit —(X +V3)(X —2v3) <0 0OrX = x? doncon résout —(x*++/3)(x* —2v3) <0

Orx2+4+/3 > 0,Vx € R* donc il suffit de résoudre x> — 2/3 > 0

x%—2v3 > 0ssi (x — m)(x + M) > 0 or un polynéme du 2" degré est du signe de a a I'extérieur des racines
donc |§ =] — oo —m] u [m;+00[

Eip:|-3x+4l+[|-5+x[=10
On détermine les valeurs frontiéres de chaque valeur absolue : —3x +4 = 0 soitx =4/3 et—-5+4+x =0 soitx=5
On remplit un tableau de forme :

x —03 i 5 +oo
3
[-3x + 4| -3x+4 0 3x-4 11 3x-4
. - 1 - - , 19
[-5 + x| 5-x 5 5-x 0 54+x DOUSZ{_Z;Z}
—4x+9 =10 2x+1=10 4x-9-10
-1 =2 -
(Er) =T =2 =3
possible possible impossible
AJ; |2x —'1| S;lx +‘2|
, . N . 1 .
On détermine les valeurs frontieres de chaque valeur absolue : 2x — 1 = 0 soitx = S etx+ 2 =0 soitx =-2
On remplit un tableau de forme :
1
x —co -2 - +o0
2
[2x = 1| “2x+1 5 “2x+1 0 2x-1
,a — —r_1.
[x+2] —x=2 0 x+2 g x+2 Dot [§=38U8US8;=[-3;3]
“2x+1 € —x=2 —2x+1 < x+2 2x-1 € x42
1
(E») xz3 I}-E x%3
impossible 11 g. =13
S =@ 52=[-§§—] S
It x+1>+V3—x v3 — x est définie pour x < 3. De plus, pour que I'inéquation soit possible, il faut

quex+ 1> 0doncx € [—1; 3].

On éléve chacun des membres de I, au carré, on peut garder I’équivalence car chacun des membres de
I'inégalité est positif sur [—1; 3] et que la fonction carrée est strictement croissante sur R*.

Soit x € [—1; 3], x est solutionde I, ssi (x +1)? >3 —x,soitx?+3x—2 = 0.

—3—y17
X1 = ——

Les racines du polynéme x? + 3x — 2 sont Or un polyndme du 2™ degré est du coefficient de x* a

2
—3+v17
Xp = ———

2
—3+VT7_3]

2 )

I’extérieur des racines etx € [—1;3] donc |§ = [

Iiz:e**+3e*—42>0 On pose X = e* etonrésoutalors X?+3X —4>0,soit (X —1)(X+4) >0
Or un polyndme du 2" degré est du signe du coefficient de x? a I'extérieur des racines donce®* < —4 oue* > 1
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e* < —4 estimpossibleete* > 1ssix >0 donc

Exercice 3 : Etude de fonctions

1) f(x)=x3—6x2+2, festdéfiniesurR

lim f(x) = lim x3= +ow

X+ ot car la limite en l'infini d’un polynéme correspond a celle du mondme de plus haut degré.
lim f(x) = lim x° = —o0

X——00 X——00

* f est dérivable sur R comme fonction polynéme. f'(x) = 3x% — 12x = 3x(x — 4)
Un polyndme du second degré est du signe du coefficient de x? a I'extérieur des racines donc :
X —00 0 4 + o0
Signe de f'(x)

+ 0 - 0 +
2 400
Variations de f / \ /
=00 -30

2) f(x)=(Q2—x)V/x, f estdéfiniesurR"

liELn 2—x=—00
X—>4 00 . _
iV = o0 [ done i f0 = =
X—>+ 00
e f est dérivable sur R** comme produit de fonctions dérivables.
fouxvaecu(®=2-x, w@=-1 v0=VE 0=

" — ! ' "(x) = — 2ox _yx g 3 ' i _3
f'=u'Xv4+uxv doncf'(x)= \/§+2ﬁ—x(1 %) f'(x) estdusigne del X

Tableau de variation de £ :

x 0 2 ¢ Equation de |a tangente au point d’abscisse 1 :
too ’ Ta:y = f'(@& —a) +f(@)
Signede f'(x) | |l + 0 — orf'(M)=—7 et fA)=1
f(g) Donch:y=—%(x—1)+1:—§+%
Variations de f / 3 \
0 +0oo
3) f(x)= Zxx__;, f est définie sur R \ {3}
_2x-1 2_—% ) s _
=221 done Jim f0) = lim () =2
lim f(x) = 400 et lim f(x) =—o0
x—-3%t x—3

e festdérivable sur R\ {3} comme fonction rationnelle.

f =% avecu(x) =2x—1, u'(x)=2, v(x) =x—3, v'(x)=1
, _ u xv—uxv’ , _ 2(x-3)-(2x-1) _ -5
f'= — doncvx € R\ {3}, f'(x) = —3)? = Goae <0
Donc f est strictement décroissante sur ] —oo; 3[ et sur ] 3; +o0o]
x% —3x e
4) f(x)= 1 f est définie sur R \ {—1}
flx) = ﬁ donc lim f(x)=+4c et lim f(x)= —o
1+; x—+o X——=00
Jim f@) =+ et lim f() = —o

e f est dérivable sur R \ {—1} comme fonction rationnelle.
f=% avecu(x) =x?—-3x, u'(x)=2x-3, v(x)=x+1, v'(x)=1

;U xv—uxv’ , _ (@x-3)(x+1)—(x?-3x) _ x*+2x-3 _ (x—1)(x+3)
f - v2 doncf (x) - (x+1)2 T o(x+D2 T (x+1)2

Donc f'(x) est du signe de x? + 2x — 3, donc du signe du coefficient de x? & I'extérieur des racines.
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Tableau de variation de f :

X —00 -3 -1 1 + o0
Signe de f'(x) + 0 — — 0 +
-9 +00 +o0
Variations de f / \ \ /
—00 —00 -1

* Montrons que Q(—1; —5) est un centre de symétrie. Pour ce faire, montrons que Q est le milieude [MM'], M ayant
pour abscisse —1 + h et M’ ayant pour abscisse —1 — havec h € R*.
—1+h €Dset—1—h € Dy.Calculons f(—=1+ h) et f(=1—h)

h? —2h+1+3—-3h 4
f(=1+4+h) = - =h=5+ f(=14+h+f(-1-h)
_R?+2h+1+3+3h 4 dome 2 =03
f(=1—-h) = , — ’ ——h—S—E
Doncxqg = w etyq = w Donc (—1; —5) est bien centre de symétrie deCy
o f(x) = * +x;ﬁ_4+4 = x(“l):(lx“)H doncf(x) =x—4+ ﬁ (autre méthode : identification).

-Onaf(x)—(x—4)=% doncVx €] —oo; —1[, f(x) —(x —4) <0etVx €] — 1;+oo[, f(x) —(x —4) >0

x+1
Donc C est en-dessous de A sur | — co; —1[ et C est au-dessus de A sur | — 1; +-oo].

5) f(x)=3e? *+e, f est définie et dérivable sur R. f'(x) = —3e?™* < 0 sur R donc f est strictement
décroissante sur R.

Exercice 4 :

c
= h——
f(x)=ax+ 12

1) festdérivablesur R\ {—2} comme somme de fonctions dérivables sur R \ {—2}.

c
f(x)=a+m

2) A(1;2)ecfdoncf(1)=a+b—§=2
T_1:y=—x—1doncf'(-1) =—1 soita+c=-1 etf(-1)=0 soit —a+b—c=0

a+b—§=2
On résout donc lesysteme :{ ;4 = _1 &)
—a+b—c=0
a+b—§:2 a—g: —4—C= c=-3
(a, b, c) estsolution de (S) sSi{ g +¢c = —1 Ssi{g=—1—¢ SSi a=3—1—c ssi{ a=
b=-1 (L+1l3-1) bh=-1 bh=-1 b=-1

3

Donc f(x)—Zx—1+m

3) Deux droites sont paralleles quand elles ont méme coefficient directeur. Or le coefficient de la tangente a C au
point d’abscisse x vaut f’(x). On résout donc f'(x) = 1.

x1=—2—\/§

:1551'3=(x+2)zssix2+4x+1=055i{
2 .X'z:_2+\/§

. ) . Lron .3
x est solution de I'équation f'(x) = 1ssi 2 i

La tangente a C aux points d’abscisse x; et x, est paralléle a A.

Exercice 5 : Calcul de dérivées de fonctions composées
1) f:x+—5x—2+—+5x—2 donc f(x) =hoi(x) avech(x)=+x et i(x)=5x-—2

ri + "(x) =
h est dérivable sur R et h'(x)= N

i estdérivablesur R, i(x)>0 pourx >§ et '(x)=5
Donc f est dérivable sur ]g; +oof, f'=1i"xh'(i)

Donc| f'(x) = 2\/%
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2) gix+—2x—3+— (2x —3)° donc g(x) =jok(x) avecj(x)=x° et k(x)=2x-3

jestdérivable sur R et j'(x)=5x* k estdérivablesurR et k'(x)=2
Donc g est dérivable sur R, g’ =k’ x j'(k) Donc | g'(x) =10(2x — 3)*
3) hix > x2 —3x > X 3% donc h(x) =lom(x) avecl(x)=e* et m(x)=x?%—-3x
l estdérivablesurR et [I'(x) = e”* m estdérivablesurR et m'® =2x—3
Donc h est dérivable sur R, h' =m’' x I'(m) Donc| h'(x) = (2x — 3)ex2‘3x |

Exercice 6 : Suites

1) up =1ue+nr doncug = ujgo — 100r = 650 — 100 x 8 = —150

2) S=14+3+9+27+- +59049 =3°+3* +32 +...+ 310

) ) . s . uy(1-q™*1) _ 1-311
C’est la somme des termes d’une suite gé¢ométrique de raison 3donc § = =

= 88573
1-q 1-3

S'"=14+4+7+-- +1000. Cestla somme des termes d’une suite arithmétique de raison 3. Donc u, = ugy + nr

Le nombre de termesestn+ 1 = unr;uo_i_ 1.Soitn+1 = 100:_1 +1=334 doncS'=(n+1)x uo-;un -
334 x 15 = 167167

n
3) VneNu, =—
) PP 14n
a. up=0 u =+ Upy=2 uz=2
- U = 173 2=3 37,
u; — Uy * Uy — Uy doncu n’est pas une suite arithmétique.
u Uu. . , ]
u—z * u—3 doncu n’est pas une suite géométrique.
1 2
b. Oncalculeuy;1 —uy
n+1 n 1

= — = >0 VneN
n+2 n+1 (M+2)(n+1) "

Up+1 — Up

Donc la suite u est croissante.
4) Montrons par récurrence que (U, ) est majorée par 4. On note P(n):u, < 4

Initialisation : ug = 0 < 4 donc P (0) vraie

Hérédité : Soit n € N. Je suppose que P (n) est vraie, c'est-a-dire u,, < 4.
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire u, 41 < 4.

U, < 4donc3u, +4 < 3 x4+ 4. 0r, x — +/x est strictement croissante sur R*, donc./3u, + 4 <16
D'ouupsq < 4 (P(n + 1) estvraie)

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie c’est-a-dire Vn € N,u,, <4
¥

Exercice 7 : Suite arithmético-géométrique w00
1)- Pour obtenir la représentation des quatre premiers termes de la suite : 4

- Placer le terme initial ug = 300 sur I'axe des abscisses,

- Comme uq = 0,75uy + 200, u; est 'ordonnée de la droite
d’équation y = 0,75.x + 200 d’abscisse 300, 500

- Al'aide de la droite d’équation y = x, rabattre 'ordonnée u; sur
I’axe des abscisses,

- Poursuivre ce procédé pour représenter u, et us. “ T
Graphiquement, la suite semble converger vers l'abscisse du point 1 A
d’intersection des deux droites. Cette abscisse est solution de I'’équation .y A
x = 0,75x + 200, c’est-a-dire x = 800. '

700 duEm|

100 41—

La suite semble donc converger vers 800. &

| i ' v
0 100 200 3&00 400“‘ 509‘1 EQU 700 800 900 x

2)-a-Vn, vp41 = Upseq — 800 =0,75.u, + 200 — 800 = 0,75(v, + 800) — 600 = 0,75v,
Donc la suite v est bien géométrique de raison 0,75 et de premier terme vy = ug — 800 = —500

b- v, = v9.q™ = =500 X 0,75™ donc u,=v,, + 800 = 800 — 500 x 0,75™
c-0<0,75< 1,donc lim 0,75" =0 donc lim —500x0,75" =0 donc lim u_, =800

n—+oo n—+0 nN—-+o0
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3)- a- On cherchen tel queu, = 790. On écrit un algorithme sur la calculatrice permettant de trouver la premiére valeur
de n vérifiant I'inégalité.

Initialisation Sortie

U prend la valeur 300 Afficher N

N prend la valeur 0 On trouve : n=14.
Traitement

Le nombre d’abonnés sera supérieur a 790 a partir de

Tant que U<790
2024.

U prend la valeur U*0,75+200
N prend la valeur N+1

Fin Tant que

b-u,, =800 — 500 X 0,75™ donc la suite u est majorée par 800. Le gérant ne pourra donc jamais espérer 1000 abonnés.

Exercice 8 : Probabilités conditionnelles
1. Aet Aforment une partition de I'univers étudié donc P(B) = P(ANn B) + P(Z N B)
DoncP(ANB) = P(B) — P(ANB) = P(B) — P(A) x Pz(B) = 0,39 — 0,9 x 0,4 = 0,03
2. Py(B) = P(ANB) _ 0,03

pa) o1 - 03
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